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In questo lavoro ci proponiamo di estendere ai sistemi di retto di grado 
qualunque le nostre precedenti ricerche relative ai sistemi di 2° grado, 
giovandoci dei risultati ottenuti intorno alla rappresentazione geometrica 
delle forme binarie c ternarie, esposti in altre Memorie 4 ). 

1. Stabiliamo in prima alcune formole, che saranno utili per gli svi- 
luppi seguenti. 

Se un piano P ed un punto p sono determinati, rispetto ad un tetraedro 
fondamentale, dalle equazioni 


P Xx+Yy t- Z~ +-Tt : 0 , p - xX ~ yY-i iZ * tT ~0 , 

saranno (X,Y,Z,T) le coordinate del piano, ed (x,y,z,t) le coordinate 
del punto. 

Se la retta R è l’intersezione dei due piani 

P i == X i x-t-Y t y-i-Z i z+‘T i l=zO , Pj zx Xj *■+-! t y+Z —0 , 

o puro so la retta r ù la congiungentc dei duo punti 

p l —x i X+y i Y+z l Z+t T=.0 , p i =x.X+y i Y+z, Z+l j T=0 , 


*) Memoria intorno ai tiitemi di rette di 2° grado. Alti deU’Accadcinia Voi, IH. 

Memoria intorno alle forme binarie di grado qualunque. Atti dell' Accademia Voi. IH. 
Memoria intorno alle forme ternarie di grado qualunque. Alti dell’Accademia Voi. IV. 


le sei quantità 


F^r.z-zj; , 

G =Z..Y-.YZ ( , 

b=x 1 y ì -y,x ì 

L =X,T J -T I X . , 

U=Y,T f -T,Y i , 

N=Z,T j — TJZj 

o pure 

l—vflr- *j», • 

9 =*(*>— • 

*=*,»>— »i*/ • 

l=x i t > — 1,1 tj , 


*=*.<,— b*/ . 


saranno le coordinate della retta. 

Tra lo coordinate di fi o di r si ha l’identità 

FL+GM+HN—O, o /1-f-jm-l-An =0 . 


Se il punto p appartiene ad il, o pure se il piano P passa per r, si 
avranno le relazioni 

Uy—Gi +U—0, hY—gZ +IT = 0 , 

F-.-Hx+ìt 1 = 0, fZ-hX+mT-0 , 

o pure 

Gx—Fy +Nt = 0 , gX-pT +*T = 0 , 

Ix 4 -.tfy+àfs = 0 , IX+mY+nZ =0 . 

Se P ò il piano condotto per p ed lì, o puro se p è il punto d’incontro 
di P cd r, sarà 

Hy—Gz+Lt Fi — Ux+Mt Gx — Fy+Xt Lx-t-.Vy-i-iYì 

" X F ~ Z ~~ T 

o puro 

hY-g Z+lT (Z-hX+mT gX-fY+nT _ _ IX+mY+nZ 
x ~ y ~ * ~ t 

Se lì cd r coincidono in una sola retta (R,r) si avrà 
F_ G L-1L-JL ■ 

l~m~n~f~g~h ' 
se poi il ed r si appoggiano tra loro sarà 

Ff+Gg±Uk+U-{-Slm+Nn=0 . 

Scrivendo questa equazione, in modo abbreviato, il=0, o r=0, se- 
condo che si riguardi (Issa la retta il o r, c variabile la retta r o il, sarà 
essa V equazione della retta il o r, tra le coordinale (/■,... 1, ...) o (F, ... L, .. .). 
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Se duo rette (r, R.), (r., R.) concorrono nel punto p, o giacciono nel 
piano P, ponendo generalmente 

si avranno le relazioni 


M 


m =Yx, (Ai) =-Zi, (yh)=Tx; {LG) =yX, (IlL) {Gtt)=tX ; 

(m*)=Zy. (fm)— — Xij, (kf) =Ty, {MB)=iY ,{FU)=-xY, (HF)=tY ; 
(«0 =Xz, (jn)=— f* , (ft) =Ts ; (JW) =*2, (6JV) =-y2, (FG)=<Z ; 
(mn)=Xf , (ni) = Yl , (lm)=Zt ; (Jfff)=sr, (A’i) = y T,(LM)=zT. 
(ft) =(Xx+Tt)=z-{Yy+Zz) -, (FL)=(*X+»r)=— (yK+o2); 
(ffm)=(ry+r/)=-(X» +Xx) ; (CJf)=(yr-Mr)=- (;/+*.¥) ; 
(/m) =(Z; -t-77) = — (.Vi 4- l'y) ; lBR)=(zZ+tJ)=-(xX+yY) . 


Siano {p,p<,p,,p t) o (P, P„Pj, Pi) i vertici e le facce opposte di un 
tetraedro (Q,?); (r ( ,r,,r,) gli spigoli che concorrono inp, ed (R„R,,R,) 
gli spigoli opposti che giacciono in P. I determinanti 


* . y . * . t 


X 

Y , Z , 

r 

*< > Vi • *i • K 


X 

2.. 

Fi 

x , y , s , t 

» 9 — 

X„ 


*> 

x h » y* » z è » ** 


X,. 

n. 2 .. 

n 


formati con le coordinate dei vertici e delle facce di (Q, q ) saranno ad 
clementi reciproci; quindi, indicando generalmente con (teW) un’es- 
pressione della forma io, W, + iCy W, 4- te, W, , si avrà 

xX+{iX)=yY+(y)’)=izZ+{zZ)=tT+(lT) 


(eguale a Q o a q , secondo clic gli elementi reciproci sono quelli del 
determinante q o quelli del determinante Q), 

xY+(xY)—xZ-t{xZ)—xT+(xT)=0 , 
yZ- (yZ) =yX+(yX)=yT -h(yT) -0 , 
zX+(zX)=zY+(zY)=zT-h(zT)=0 , 
lX+(tX)=l K+(«)’)=»Z +{iZ)= 0 . 



— A — 

Si troverà inoltre, fatta astrazione dal fallor comune Qo q, 
(m!f)=—(kG) — yZ, (nl)=— {/7/)=-..Y, (1)1) =— (gF)=xY, 
(n 1 t/)=-( s H)=iI', (IN)=-(kF)=xZ, (mL)=-(l C) =sr-Y, 
(jJV)=-(*Jf)=xr, (àt)= — (fX)=yT , (f)l) = — (gI.)—zT , 
(r(J) ——(mll)-tX, (IH)-—(nF)-iY, (mF)^— (IC)=tr. 

( 2 ) 

(/F)=yK+s/, ( S G) =xZ+*Y, (kl!)=xX+yY, 
(ÌL)-xX+tT , (mj/^yr+ir, (i>tf)=zZ + <7\ 
(fL)—(GSI)=lhX)=(IF)—(mG)=(«II)=0 ; 

come anche 

(*n =-(y7) =(JT) =* ; (Hg)-—(Gz) =(U) =Y , 

(fZ) ——(hX)=(mT)—y ; (F*)=-(fr*)=(Wl)=I' , 

(#Al=-(/T) =(nT)=s ; (Gx)=— (Fy)=(.Vi) =Z , 

(IX)z= («F)=(i.Z)=-l ; (Ix)= (Jfy)=(iYi)=_J\ 

( 3 ) 

(fX)= (m.Y)=(n.Y) =0 ; , (Fx)= (Mr) =(!¥*)= 0 , 

<?n= (»n=('y) =o ; (c»>= (w=(i9)=o, 

(kZ) = (IZ) —(mZ)=0 ; (tfz)- (/,;) =(Jf»)=0 , 

(//■) = (jT)=(Ar) =0 ; (Fi) = (Ci) =(ffi) =0 . 

In (ine, ponendo generalmente 


«, , V, , *», 


, V , 

w, 


“/• V «V 

= («VU’) , 

u. v n 

w i 

= (VVW), 



u>. V,. 

'V, 



si troverà (fatta sempre astrazione dal fattore comune Qo q) 
(ghi) =x* , (y*m)=rxy, (gkn)— xi, (Hit) =xt -, 
(kfl)zxyx, ( kfm)-y (kfn)=gi , (mfl) =yt , 

(fgl) —il, (fgm)=zy, (fgn) =z* , (nym) = zi , 
(/ym)=ix , ' (mhn)=ty , (lift) =lz , (fmn) = — f\ 

(4) (/^à) = (ma/) = (n/y ) = (Imà) =0 , 

(GHL)=X‘ , (GII SI) = XV, (GIIX)=XZ, (LHX)=:XT, 
(HFL)—YX, (II FM) — Y‘ , (IIFX)-YZ , (MFL)—YT, 
(FCL)-ZX, (FGIU)-ZY, (FCX)-Z' , (NGif)-ZT, 
(LGÌI)—TX, (SIIIX)— TY, (NFL)—TZ , (L!HX)=—T', 
(FGB)=(31XF)=(NLG)=z(LSlB)=0 . 
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Per due spigoli opposti R od r del tetraedro sarà 
Ilh r LI -- Min kYii —1 / Qg . 

Le coordinate di una retta r condotta per p, e quelle di una retta R 
che giace in P, saranno della forma 

f =af ; +bf j +cf t < =a l, +cl l .... 

(5) 

F-AF.+BF'+CFi L—AL i +BL l +CL i .... 

e potranno considerarsi (a,b,c,) come coordinate di r, ed (A, D, C) come 
coordinate di lì. 

Se le duo rette r ed R si appoggiano tra loro, sarà 
Aa-t-Bb-t-Cc=0 , 

sicché questa equazione rappresenterà il piano che passa per p ed R, o 
pure il punto d’incontro di P ed r, secondo che si riguardino costanti 
( A,D,C ) o ( a,b,c ), e variabili ( a,b,c ) o ( A,ll,C ). 

2. Se tra le coordinale della retta ro fisi ha un’equazione omogenea 
del grado x, tutto le rette che la verificano diremo che formano un si- 
stema (complesso) di rette del grado ». 

Prenderemo per rappresentare un sistema (0,9) di rette (r,R) del 
grado x le equazioni 

»= (Tf -4-Gj +HA -f-LJ -t-Mm -4-Kn)*=0 , 

0 —(tF +gG+hlI+ÌL+mSI 4 -n.V)* = 0 , 

intendendo che dopo Io sviluppo della potenza x~ del polinomio F/* H— . . . 
-j-Li-t-. .. , o pure del polinomio fF-j-. . ,-t-l L-t-. . . , gli esponenti di 
F, . . . L,. . . o di f, .1, . . . si mutino in indici , e si riguardino F ? , . . . 
L a . . . , o pure come ombre che abbiano un significato di 

quantità solamente nelle combinazioni F$...L„..., f{...-l x ... corri- 
spondenti alle diverse partizioni ($,... X ,.. .) di x: ciascuna dello equa- 
zioni (4) sarà poi una conseguenza dell’altra, supponendo che tra le ombre 
le quali entrano nella composizione dei coefficienti di 0 o 9 si abbiano 
le relazioni simboliche 

l ~ m ~ n f — g ~~ h 
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Tutte le rette del sistema 0 clic passano per un punto p t costituiscono 
una superficie conica v, d'ordine x, rappresentata dall'equazione 

= { T ('J, *. V) J»i) 

+L(*,<— l t f) t N(s,< — t,*)j*=0 , 

ovvero, ponendo le relazioni ombrali, 


(3) 


Hy, Gs 4 -+-i A t Fi, — H.r. i-Ml, Gx ( — Fy,-i-M(, Lx,-r-My,-t-N;, 

x. r t = z, = tT~ 

Hy — Gs-t-Lt Fi- Hz-l-Ml Gr— Fy — Mi Lz—My 4- Nz 

x - ¥ Z ~ T 


da 


p4) 1, — (X,z— ^y+Z.z+Tji), — {X.r 4 4-Yy,-4-Zs,-}-Ti,)„ — 0 . 

Similmente tutto le retto del sistema 6 che giacciono in un piano P, 
toccano una linea a, di classe x, rappresentata dall’equazione 


( 2 ) 


t,= { f(Y, z-zj] 4-g [z.x-x, z)+ h(.T,r-y,x) 


+HX i T~T t X)+m(Y i T—T i Y)+n{Z t T-T l Z)}l=0 , 

ovvero, ponendo lo relazioni ombrali , 

hY,— gZ.+lF, _ g.V— fY,-t-nT, _ _ lX,-+-mY,-nnZ t 
y i a, t, 

(3) 

hY— gZ-hlT _ tz— h.X'i mF _ gX— fY-r-nT _ IX-i-mY-i-nZ 

x " y 1 t 


da 


(4) <’ t =(x,X+j,Y+t.Z+t l T) m —(xX i +jY t -L-zZ l +tT i ),=0 • 


Diremo 2, la superficie conica corrispondente nel sistema 0 al punto 
p„ c o, la linea corrispondente nel sistema 8 al piano P,. Evidentemente 
le superficie coniche v corrispondenti ai diversi punti p di 2, passano 
per p, , e lo lince a corrispondenti ai diversi piani tangenti P di a t toc- 
cano P,. 
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Le equazioni 

(X)‘=0 , (UT-O. (Z)*=0 , ( T,:=0 , 

c le equazioni 

(*C=0, (y)‘=0, (i)* =0 , (t)‘ =0 , 

rappresentano rispettivamente le superficie coniche 2. o le linee a, cor- 
rispondenti ai vertici, ed alle facce, del tetraedro fondamentale. 

Rappresentiamo il sistema (0,®) di grado x con le equazioni (in no- 
tazione ad ombre disgiunte) 

( 5 ) 

0 =(f,F (f,F -t-...-t-l 1 i-K..)...(f„F-K..+l,L-K..)=0 . 

Tra le coordinato di due rette (r,,/ì,) ed (r,,/} ; ) condotte pel punto p 
nel piano P, e le coordinato di un'altra rotta (r, /?) condotta perp in P, 
essendovi relazioni della forma 

f =<■/. +V, i =«l, +Uj 

F=AF l +DF l L— AL'+DL; 

se si pone 

A=Pf,+ ...+U.4-... » B=F/)-t-.».-t-Lly-i-.., 

a = tF l -t-...-f-li,-4-... , b=fF / -t-...-l-lt > +. .. 

lo equazioni che determinano il gruppo (I\y) delle rette [(r„ . 
(r,,/l,).. .(r,,fJ„)] del sistema (0,0) condotte pel punto p nel piano P, 
(cioè le intersezioni di P con la superficie conica 2 corrispondente in 0 
al punto p, o puro lo tangenti condotte da p alla linea a corrispondente 
in fl al piano P) saranno espresso da 

(Api+B.t) ....(A,a-t-B,4) .... (A.a-f-B.S) =0 , 

(0) 

(a.A-t-b.fi) .... (a.A+b.B) .... (a./l+b.B) =0 . 

Se duo delle rette ( r,R } del gruppo (r,y) coincidano tra loro, si an- 
nulleranno i discriminanti delle equazioni (5), onde le condizioni ’), 

(7) n(A,B ( — B A ( )' = 0 , n(a,b ; — b a / )*=0 , 

') Memoria tulle forme ternane di grado qualunque. 
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il simbolo II di prodotto estendendosi alle combinazioni a duo 

* 

a due delle coppie di ombre (A,, B,), (A , B,) o (a;,b.), (a,,b,); in tal caso il 
piano P sarà tangente della superfìcie conica 2> e( l il punto p apparterrà 
alla linea a. 

Allo condizioni precedenti , por lo Corniole (1) del numero 1, ponendo 

|=(TM)y— (NF)s+(MN)t _»[(GM)+(Hlf)-<FL) }*, 

*=(GW) *— (LG)x+(Nl) ( — 5 ( (HS ) 4 - (FL) — (GM) j y , 

K = (HL) * - (MH) y + (LM) t - ; { (FL) + (GM)-(HN) j z , 

— r=(GH)*-t-(HF)j-t-(FG) i — I { (FL) + (GM) + (HN ) ] I , 

18 ) 

z = (fm)Y— (ni) Z+(ran)T — i[(<jm)-f (hn) — (fi) }X, 
H=(gn)Z-(lg) X+(nl) r-’}(hn) +(fl) -{g®)}Y, 
z = (hl) X— (mh)Y-t-(lm) T — ì J (fi) +(gm)-(hn ) \Z . 

— T=(gh)X+(hf) Y+(fg) Z—\ l|(fl) -i (gm)+(bn) ) T , 

in cui si ha generalmente 

(OV)=(U,V, -V,U,) , (ut)=(u, t,-~v,u ) . 

potrà darsi la Torma 

(7) n=n(5X-hr,Y+CX-ptr)*=0 , , u = n(sn-ii i /+-zs+-Ti) , =0 , 

il simbolo n estendendosi alle - combinazioni a due a due dei 
gruppi di ombre (F, ,...L, . . .), o (f, • — 1, .-- •)• 

Le equazioni (7) sono del grado * (x — 1) in [x,y,z,t) od ( X , I ,Z,T ), o 
del grado 2{x — 1) nei coefficienti di © o di 6; esso non difTcriscono tra 
loro, come è facile vedere per le relazioni tra le ombre che entrano nella 
formazione di © e 6. Se in 0, o ai=0 si riguarda fisso il punto p 
c variabile il piano P, quell'equazione, tra le coordinale (X, Y,Z, T j, 
rappresenterà una superfìcie della classe x(x — i), di cui la superfìcie 
conica circoscritta di vertice p è la superfìcie conica £ corrispondente 
in © al punto p ; se poi si riguarda fìsso il piano P e variabile il punto 
p, la stessa equazione, tra le coordinate (x,y,z,t), rappresenterà una 
superfìcie dell'ordine x'x — 1 ) , di cui la linea d'intersezione con P è la 
linea a corrispondente in 0 al piano P. 
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Siano ora (©',9'), (©".O") duo sistemi di rette (r',R’), ( r',/1 ') dei gradi 
x',x", rappresentati da equazioni analoghe alle (5), e le equazioni analo- 
ghe alle (C), che determinano i gruppi di rette (f’, -y'), corrispon- 

denti in (©',9’), (©',9'') al punto p ed al piano P, siano 

(a;«+b;4) ,..(a;,o+b;,») =o , (a;«+b;ì) ...(a;«+b; />)=o , 

(a;A^-b',B)...(a^A-hb' B)~0 , (a:A + blB)...(a'.A-i-b;B)-0 . 

Se i due gruppi (r',y'), (r’,y") hanno una retta ( r,lì) di comune si 
annulleranno le risultanti di queste equazioni, onde le condizioni *) 

(9) n(A'B" — B'A’J — O , n(a b”-b’a”)=0 , 

il simbolo n estendendosi alle x'x” combinazioni di ciascuna coppia delle 
ombre (A',B'}, (a', b') con ciascuna coppia delle ombre (A',B ), (a",b"). 

Ritenendo le formolo (8) , in cui sia generalmente 

(BV)=(B'V’— V'r) , (u v) =(u’ v* — t u') , 

alle equazioni (9) potrà darsi la forma 

(9) ir(5A+»y-(-l/+TT) = 0 , n(Zx+ny 4 -zi-KH) =0 , 

il simbolo II estendendosi alle xV combinazioni di ciascun gruppo delle 
ombre (F', . . .L', .. .) o (f, . . .1', . . .) con ciascun gruppo delle ombre 
(F", . . .L”, . . .} o (p, . . .r, . . .). 

Le equazioni (9), (le quali non differiscono tra loro), sono del grado 
x'x" in (a - , y,z,t) ed (X,Y,Z,T), del grado x"nci coefficienti di Q'oO 1 , o 
del grado x' nei coefficienti di 0" o 9". Se in una qualunque di queste 
equazioni si riguarda fìsso il punto pe variabile il piano P, quella equa- 
zione, tra le coordinate [X,Y,Z,T), rappresenterà una superficie della 
classe x'x", per la quale la superficie conica circoscritta di vertice p si 
riduce al gruppo delle x'x" rette r comuni ai due sistemi ©', ©", c che 
passano pel puntop; se poi si riguarda fisso il piano P c variabile il punto 
p, la stessa equazione, tra le coordinate (x,y,z,l), rappresenterà una 
superficie dell’ ordine' x'x”, per la quale la linea d’intersezione con P si 
riduce al gruppo delle x'x” rette fi comuni ai due sistemi 9', 9', e che giac- 
ciono nel piano P. 

’) Mera. cit. 

! 
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Supponiamo che il sistema di rette{@, 6), rappresentato dalle equazioni 
(5), sia riferito ad un tetraedro ( Q,q). Le coordinato di una retta rdi 0 
condotta pel vertice p di Q, o le coordinate di una retta R di 0 apparte- 
nente alla faccia P di g, essendo espresse dallo formolo 

f = af t +H, "t-cf* I — f— 6/^. t cl t , . . . 

F = AF,+ BPj + CF t , L=AL,+BL i +CL t .... 

se questi valori si sostituiscono nelle equazioni (5), e si pone 

A-F/;-+-. . . 4-LJ.4- — , a^fF i - < -... + lL i -) 

B = F/ > 4-...4-U,4-... , b = tF,4-...4-U.,4-... , 

C — F^+ . - • 4- Ll t 4- . « • » c — tF t + ... + llj 4- • . . , 

la superfìcie conica v corrispondente in 0 al punto p, e la linea o cor- 
rispondente in 8 al piano P, si potranno intendere rappresentale rispet- 
tivamente dalle equazioni 

(A,a 4- B,6 4-C,c) .... (A,a 4-B,i 4-C,e) .... (A.a i-B J> 4-C,c) =0 , 

(10) 

(a i /t4-b 1 B4-c,C) . . . . (a,A4-b,fl4-c,C) .... (a„A4-b„B4-c»C)=0 . 
tra le variabili ( a,b,c ) o (A,B, C). 

Ciò posto, consideriamo tre sistemi di rette (©'.S*), (©',6'), (©"',8”') 
dei gradi x',x’, vi", e formiamo le equazioni analoghe alle (10); se le tre 
superficie coniche 2\ ^"corrispondenti in 0', 0", 0’al punto p hanno 
un lato r di comune, o pure se le tre linee o',o”, a" corrispondenti in 
6', 8’, 8" al piano P hanno una tangente R di comune, si avrà l’una o 
l'altra delle condizioni *) 


(11) 

n 

A' , B' , C' 

A' , B\ C" 

= 0, 


•' . b' , c' 
a", b” , c’ 



A”, B", C” 


n j 

a”, b”, c” 


il simbolo II estendendosi alle x'xV combinazioni di ciascuna terna 
delle ombre (A'.B'.C'), o (a'.b'.c'), con ciascuna terna delle ombre 
(A",B’,C"), o (a'.b'.c"), e con ciascuna terna delle ombre (A'", B", C"), 
o (a"’,b'",c"). 

*) Meni. eli. 
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Lo equazioni (11), ponendo genoraìmcntc 

D' , V' , W' , u' , v' , w 

D' , V” , W =(DVW) , u" , ▼* , w" =(nvw), 

D”, V'", W” i a*, v", w 

per le formolo (i) del numero 1 , si ridurranno a 

Ì fGHL) z'+ (HFM) y’+ (FGN) (LHN) (* \ 

4 - { (FGM) -(FHK) )yz-t-{ GHN)-(GFL) ) zx-t- ( (HFL)— (HGM) }*y[ =0 , 
+ ! (LGM) + (LHN) !X(+.{|,MHN) i (MFL l j y( 4- { (NFL) t-(NGK) } U } 

(11) 

/ (ghl) X*4- (hfm) Y*4- (fgn) Z' — (lmn)T* \ 

n +{(fgm)-(fhn)}yz+.{(ghn)-(gfl) ;/.V+-((hfl)-(hgm) jXF j =0 , 

( + ((Igmj f (lhn) j AT 4 -{(mhn) h(mfl) j VT 4 -((nfl)-i-(ugm) jZF ) 

il simbolo IT estendendosi alle x'x'x" combinazioni di ciascun gruppo 
delle ombre (F', ... L', . . 0 •••), con ciascun gruppo delle 

ombre (F", . . . L", . . .), o (P, . . . 1”, . . .), e con ciascun gruppo delle om- 
bre (F",...L”,...),o(r,...r,...). 

Lo equazioni (11) sono del grado 2xV’x” in {x,y,z ,1) ( X,Y,Z , T), c 
dei gradi xV, xV, x 1 »* rispettivamente nei coefficienti di ©’,©'',©''', o 
di esse rappresentano, in coordinale del punto o del piano, una 

stessa superficie di ordino e classe 2x'x"x”, cioè la superficie rigata 
costituita dalle rette r o fi comuni ai tre sistemi (©',©”, ©") o (8',d’,tì"). 

3. llappcesentiamo il sistema di rette (©,8) del grado x con le equa- 
zioni 

8=(Ff4Gy4Hft - LI f Mei - N n ) 0 , 

( 1 ) 

0 =(fF4-gG+h//+lL+m.W+n.Y),— 0 , 

e siano (r„/?,) ed (r,, R,) due rette clic concorrono nel punto p e giacciono 
nel piano P; tra le coordinate di queste rette c quelle di un'altra retta (r,f?) 
condotta per p in P essendovi relazioni della forma 

f=“f. +»/, I =«', +W, 

F=AF i+ BF, L=AL,+BLj 
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se la rctla (r, J?) appartiene al sistema f©,9], ponendo per la partizione 
(*..*,) di * 

2(*i. */) = (FA ■+•••• + Llj -l - . . [Tf ... 4- LI -+••••)«' > 

(2) 1 ' 

» )=(fF,H- .)I;<fF / +. . .+ii+.. . 

i rapporti a : à ed A -.lì saranno dati dalle equazioni 

(3) 

le quali determineranno perciò il gruppo (r,?) delle rette del sistema 
{©,6), che passano pel punto p, o giacciono noi piano P. 

Per ogni posizione del punto p l’equazione v(K a *,)=() rappresenterà 
la superficie conica armonica d’ordine x ; di r,, o d'ordine n, di r, , ri- 
spetto alla superficie conica v corrispondente in © al punto p, secondo 
clie si consideri fissa la rctla r, o r,, e variabile la retta r,or,. Simil- 
mente, per ogni posizione del piano P, l’equazione a(x,,x,)=0 rappre- 
senterà la linea armonica di classe x, di lì,, o di classo x, di/l, , rispetto 
alla linea a corrispondente in 6 al piano P, secondo che si consideri fissa 
la retta lì, o 11, , o variabile la retta lì o lì,. Le proprietà di questi si- 
stemi armonici dei diversi ordini c delle diverse classi si trovano altrove 
dimostrate ’). 

Ponendo le relazioni ombrali 

fiy — Gi-j-Lt Fz— H.r t-M/ Gì — Fy-f-Nl Li My •- Pf i 

X = Y ~ Z “ ‘T 

( 1 ) 

hY-gl + ir _ tZ— bX +mf _ g.Y-tl’+ar _ _ ìX+mY+ aZ 

x — y z — t 

con le altre analoghe cambiando p in p, , p ; , o P in P,,Pj, alle equazioni 
delle superficie coniche e delle lince armoniche potrà darsi la forma 

2( x , • »,) — (Xi- ; - Yy- J Zi, — T/, (X* ( i Yy^ -f- Zi, T f ),' 0 , 

') Memoria tulle forme binarie ili grado qualunque. 

Memoria tulle forme ternarie di grado qualunque. 
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o pure 

2 fa » *,) = (X.* +• I.» +T,« )*‘(X * +-T | +! !+T ì))'=0 , 

(5) 

a («.,* ( )=(x,X+y i l'+*,2+t j r),(i ) X+-jr ( K+* / Z4-t / 7'),'=0 , 

essendo p, , e p, punti arbitrarli di r, cd r, , e P,, e P, piani arbitrarli 
condotti per fi, ed fi,. 

Considerando fissi nella prima delle equazioni (5) i punti p it p,, o pure 
nella seconda i piani P,, P, , si avrà una superfìcie d’ordine x, locale 
del punto p tale che le sue congiungenti r, ed r, con p, e p, sono armo- 
niche l’ una dell’altra degli ordini x, e x, rispetto a 2. o pure una super- 
fìcie di classe x , inviluppo del piano P tale che le sue intersezioni fi, ed 
fi, con P, e P, sono armoniche l’una dell'altra delle classi x, e x, rispetto 
a s. Nella superfìcie 2[x,,x ) i punti p,ep, sono multipli. rispettivamente 
d'ordini x, c x, ; lo superficie coniche di contatto della superfìcie nei 
suddetti punti sono le superfìcie coniche armoniche degli ordini x, e 
x, della retta p, p, rispetto alle superficie coniche 2. e 2, che in 0 cor- 
rispondono a p, e p,. Similmente nolla superfìcie i piani P, o 

P, sono tangenti multipli rispettivamente di classi x, e x, ; le linee di 
contatto della superfìcie con i suddetti piani sono le lince armoniche 
delle classi x, e x, della retta P, P, rispetto alle linee o. c a, che in 0 cor- 
rispondono a P i e P,. 

Se tra le coordinate di x rette (r, . .r,, . . . r») condotte pel punto p, 

o pure se tra le coordinate di x retto (fi fi.) giacenti nel piano 

P, si ha l'una o l'altra delle relazioni 

.+LI, (Ff. 4-.. .+Li»-t-...)=0 , 

( 6 > 

(ff l +..i+lt l -l"—)... (fP,4-...4-lt>,4-...) . *.|fF»4-... -+-!£'»'*"■ ") = fì » 

il gruppo di rette (r, , . . . r„ . . . r.) , o (fi, , ... fi, , ... fi.) si dico coniugato 
armonico rispetto a 2 o a a Per costruire un tal gruppo di rette, preso 
arbitrariamente le rette (r, ,r, . ..r,_,), o (fi,, fi,. ..fi.-,), si troverà di r, 
o fi, il sistema armonico d’ordine o classe x — 1 rispetto a vo», indi 
di r, o fi. il sistema armonico d’ordine o classe x — 2 rispetto al sistema 
già trovato, e cosi di seguito sino ad r«_, o fi» , di cui si troverà il si- 
stema armonico di primo ordine o dì prima classe rispetto al sistema pre- 
cedente, che ò di secondo ordine o di seconda classe ; una retta qualun- 

*) Mem. eli. 
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quc r, o lì. appartenente a quest'ultimo sistema, di 1“ ordine o di 1* 
classe , unita alle rette proposte (r, ,r„. . .r_,) o (/?, , fi«. . ■ lì.->) darà il 
gruppo richiesto coniugalo armonico rispetto a 2 0 a *■ ^ u0 0 P'ù delle 
rette del gruppo possono supporsi tra loro coincidenti; inoltre, se con- 
siderando in un certo ordine le retto di un gruppo (r, . .. r, .. . r«) o 
{ H M ...lì,. . .R,) esse sono coniugate armoniche rispetto a 2 0 a ®t rimar- 
ranno ancor tali comunque si permutino tra loro. 

Alle equazioni (C), ponendo relazioni analoghe alle (4), potrà darsi la 
forma 

(Xz I 4-Y ! / 1 +Zz 1 -t-T(,)...(Xi, 4-Y 9l +Z.-, +T(,)...(X*.+T!/.+Zz.+TO=0 , 

( 7 ) 

(xx,+yy.+iz,-t- tr I )...(xx,+yY ( +*z,+tr,)...(*i.+yy.+*z.-i-trj=o , 

o puro 

(X .* -i 'I.y rZz ). . .(X,I -t-Y ,<j +Z.1 4-T,/). . .(X„x +Y j -t-Z.5 +T.( )=0 , 
( 7 ) 

(x,.V+y,y+z,Z+t i r)...(x,X l-j l Y+»,Z+t.T)...(x.X+j,Y+*.Z+-t.T)=0, 

essendo (p |l ...p | ...p.) punti presi arbitrariamente sulle rette (r,,... 
r,...r»), e (P,,...P,,...P,) piani condotti arbitrariamente per le rette 

(fl R„. ••«.). 

Le equazioni (7) in (x,y,s,l) o (X ,Y,Z,T) rappresentano rispettiva- 
mente una superficie 2(1, . ..c...x) d’ordine x locale del punto p tale che 
le suo congiungenti (r,, . ..r,. . . r„) con i punti fissi (/>,,•••?,••■?„) 80n0 
coniugate armoniche rispetto av, ed una superficie u(4 .x) di 

classe x, inviluppo del piano P tale che lo sue intersezioni 
con i piani fissi (P t , ...P,... P.) sono coniugate armoniche rispetto a 3. 
La superficie 2(4» •••*•• •*) passa por i punti [p,, .. .p, ■ . .J >») , in cia- 
scuno dei quali si determina facilmente il piano tangente, e la superficie 
«...»} tocca i piani (P,,...P,...P»), per ciascuno dei quali si 
determina facilmente il punto di contatto. 

Consideriamo due sistemi di rette (©',0'), (©'.fl"), dello stesso grado 
x; le equazioni analoghe alla prima dello (3), che determinano i gruppi 
T' e T” dello rette d’intersezione di P con le superficie coniche 2’ e 2* 
corrispondenti in ©’ c 0" a p, potranno esprimersi con 

(8) (A « ( B »C=0. (A'o+B’t).— 0 , 

essendo 

A'=rf i +...-hVl i +... , B'=P7 / .H-...-t-L'f > +.,. 

A'=rF i -t-...+l'L,+ ... , B"^t F i +... + VL J +... 
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Se i due gruppi di rette T' o 1” sono coniugati armonici tra loro *) si 
annullerà F armonizzante delle forme binarie (8), cioè si avrà la condi- 
zione 

(9) ut(i',i*)=(A'B" — B'A*)*=0 , 

alla quale, ritenendo le formule (8) del numero precedente, potrà darsi 
la forma 

(9) w(i', l')=(5X+,y+cZ+Tl^=0 . 

Similmente le equazioni analoghe alla seconda delle (3), che determi- 
nano i gruppi y’ e y" delle rette tangenti condotte da p alle lince a' e a " 
corrispondenti in 8' e 8' a P, potranno esprimersi con 

(8) (ad-t-b'fl)‘=0 , (aM-t-b'B)*=0 , 

essendo 

a' = fF,+... + 17., + ... , b’ = rF, + ...+17,, + ... , 

a'=rf’,+ ... + l’i +... , b’ = rF ; +...+17,,+... . 

Se rduc gruppi di rette y' e y" sono coniugali armonici tra loro si an- 
nullerà l' armonizzante delle forme binarie (8), cioè si avrà la condiziono 

(9) VV{»',«') = (a'b''— b'a")‘=0 , 

alla quale, ritenendo le formolo (8; del numero precedente, potrà darsi 
la forma 

(9) 1V(»' ,c")s=(3* -t-ny+Zx +TI)“= 0 . 

Le equazioni (9), (le quali non differiscono tra loro) sono del grado * 
in (x,g,z,t) ed (X,Y,Z,T), e di 1* grado nei coefficienti di (G',©’), o 
di (6 1 , 8"). Ritenendo fìsso il punto p, esse rappresenteranno una su- 
perficie della classe x, tale che la sua superfìcie conica circoscritta di 
vertice p è l’inviluppo del piano P che sega le superficie coniche 2' e 2’ 
secondo gruppi di rette coniugati armonici tra loro: se poi si ritiene fisso 
il piano P, le stesse equazioni rappresenteranno una superficie dell’or- 
dine x, tale che la sua linea d’ intersezione con P è la locale del punto 

*j Memoria sulle forme binarie di grado qualunque. 
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p dal quale le langenli alle linee a' c a" formano gruppi di rette coniugati 
armonici tra loro. 

So i due sistemi di retto (0',0'',) coincidono in un solo (0,0), 

ed il suo grado x è dispari, la forma io o W sarà nulla identicamente; 
se poi x è pari, ogni piano P clic soddisfa all’equazione u>=0, e passa 
pel punto p, determinerà in 2 un gruppo di rette coniugato armonico 
con se stesso, ed ogni punto p che soddisfa all'equazione W=0, ed ap- 
partiene al piano dato P, determinerà parimente in sr un gruppo di rette 
coniugalo armonico con se stesso. 

Supponiamo ora che le equazioni (1) siano indipendenti tra loro, in 
modo da rappresentare due sistemi diversi 0 o 0 di rette r ed fi, dello 
stesso grado x. Riferendo i due sistemi al tetraedro (Q,f), e ponendo 
come sopra 

f = a fi ■ +cf t I “ otj -+6I j -t -et, , * , , • 

F—Af\+ BFj-hCF, L=AL i +BL i +CL l 

A^F/,- 1 -.. . + ll, + ... , a = fF,+-... , 

B — F/, +- . . * + tUy-t - •>> , b ~ . i. +11 , 

C — Lt, +- . ,* , c — fF,+ ... + 11,+ ,,, , 

la superfìcie conica 2 corrispondente in 0 al punto ;>, e la linea a cor- 
rispondente in 0 al piano P, si potranno intendere rappresentale dalle 
equazioni 

(10) 2=(Aa+B6 ; Cc)‘ = 0 , »=(aA+bB-|-cC)‘=0 , 

tra le variabili ( a,b,c ) ed (A,B,C). 

Se la superfìcie conica 2i e l'altra superficie conica di vertice p e di 
base o (la quale è espressa ancho, tra le coordinate dei suoi piani tan- 
genti , dalla seconda delle equazioni (IO)), o pure so la linea a c l'altra 
linea intersezione di P con 2 {la quale è espressa anche, tra le coordi- 
nate dei suoi punti, dalla prima delle equazioni (10)), sono armoniche tra 
loro 4 ) si annullerà l'invariante lineare delle due forme ternarie 2 e <J, o 
armonizzante del sistema (2>®). onde la condizione 

(H) (Aa-Bb hCc)‘=0 , 

') Memoria tulle forme ternarie di grado qualunque. 
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alla quale , per le Corniole (3) del numero 1 , ritenendo le relazioni om- 
brali (4) 

Hv G; ‘ Li Fi — Hr ■ M.' Gx — T$f 4 N ( Lr+My+N- 

X — Y — ' Z T 

(*) 

hF—gZ +l F fZ-hA’+mr gX-fF+nF l.V+m l-t nZ 

i ~ y z _ t 

potrà darsi la forma 

(11) (Xx+Yy+Z*+-Tt)‘=0 . 

L’equazione (11)6 del grado k in (x,y,z,t) ed {X,Y,Z,T) e di 1“ 
grado nei coeflicienti di © e 0. Ritenendo fisso il punto p, essa rappre- 
senterà una superficie della classe x, inviluppo del piano P pel quale la 
linea o è armonica rispetto a 2 (cioè la superficie conica di vertice p e 
di base a è armonica rispetto a v); se poi si ritiene fisso il piano P, la 
stessa equazione rappresenterà una superficie dell’ ordine x, locale del 
punto p pel quale la superficie conica 2 è armonica rispetto a a (cioè la 
linea d’intersezione di P con 2 è armonica rispetto a a). 

L’equazione (11) sarà soddisfatta indipendentemente da P *) allorché 
il sistema 6 si riduco ad un gruppo di rette, che concorrono in p c sono 
coniugate armoniche rispetto a 2» e sarà soddisfatta indipendentemente 
da p allorché il sistema O si riduce ad un gruppo di rette, che giacciono 
in P e sono coniugale armoniche rispetto a a. 

Essendo dati tre sistemi di rette (©',0'), (©''.fl"), (© "',0"’) dello stesso 
grado x, formiamo le equazioni analoghe alle (10) relative aquestisistemi. 
So le tre superficie coniche (2 , i 2’.2”) d’ordine x, corrispondenti in (©', 
©',©”) al punto p, o pure se lo tre linee (o’,o',e") di classo x, corrispon- 
denti in (o'.o’.o”) al piano P, costituiscono una terna di forme coniu- 
gale armoniche Ira loro ”), si avrà l’una o l’altra delle condizioni 



A' , B' , C' 

K 

a' , 4' , e' 

(12) 

A" , B" , C" 

= 0, 

a’ , t>\ c* 

1 

A ", B m , C" 


4”, c* 


Mem. eit. 
**j Meta. cit. 
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alle quali, come si è veduto nel numero precedente, per le relazioni (4) 
del numero 1 potrà darsi la forma 


(GHL)i*+(HFM)j*+ (FGK);’ — (LHN)l* \* 

♦ = \ + ( (TGM) - (FHK) }»=-+-{ ;GHN) — (GFL) ] n+- { (HFL) — (HGM) } xy ( = 0 , 
( ■+■ { (LGH) + ( LHN) j *1 -t- { (MHN) + (MFL} }»»+{ (NFL)+ (NGM) } tl ). 


(ghl).Y'* (hfm) V*+ (fgut Z*— (lmn) f " 


y = j + [(fgm)-(fhii)}rz+- {(ghn)-(gfl) jZX+.((hfl)-{hgin)}Xy 1=0 . 
( +- ( (lgm)+ (lhn) } XT+ {(mhn) + (mfl) j YT-h { (nfl) 4 -(ngm) j ZT j , 


Le equazioni (12) sono dol grado 2x in [x,y,s ,<) o [X,Y,Z,T] c di 1° 
grado nei coefficienti di (G'.tì",©’) o di (9',9’,9”’); la prima di esse rap- 
presenta una superfìcie d’ordine 2x, locale del punto p pel quale le tre 
superfìcie coniche ( 2 ', 2 *. 2 ”) corrispondenti in 0 ”) sono coniu- 

gale armoniche tra loro, vale a dire sono tali che la superficie conica di 
classe x, inviluppo del piano che taglia due qualunque delle superficie 
coniche della terna ( 2 'i 2 ", 2 ”) secondo gruppi di rette coniugati armo- 
nici tra loro, è una superficie conica armonica rispetto alla terza super- 
ficie conica di quella terna; similmente la seconda delle equazioni (12) 
rappresenta una superficie di classe 2x, inviluppo del piano P pel quale 
le tre linee (o',o',a'") corrispondenti in ( 6 ', 9’, 9") sono coniugate armoni- 
che tra loro, vale a dire sono tali che la linea d’ordine x, locale del punto 
dal quale le tangenti a due qualunque delle lince della terna (a',o*, cT) 
formano gruppi di rette coniugati armonici tra loro, è una linea armonica 
rispetto alla terza linea di quella terna. Allorchò il grado x dei sistemi 
di rette è un numero pari, due tra o tutti c tre i sistemi possono coinci- 
derò tra loro; in quest’ultimo caso, per ogni punto p di <!>, o per ogni 
piano tangente P di 9 , la superficie conica 2, 0 la linea a, sarà armonica 
con se slessa ; e se il sistema di rette è di 2° grado, le equazioni (12) rap- 
presenteranno entrambe il Ictracdroidc, cioè la superficie di quarto ordine 
c di quarta classe, che in tal sistema è la locale del punto p pel quale 
la superficie conica corrispondente 2 s| riduce ad una coppia di piani, e 
nello stesso tempo è l'inviluppo del piano P pel quale la linea corrispon- 
dento a si riduce ad una coppia di punti *). Se poi il grado dei sistemi 


’y Memoria intorno ai titlemi di rette di 2* grado. 
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di rette è un numero dispari, e due tra o tutti c tre i sistemi coincidono 
tra loro, lo equazioni (12) saranno verificale identicamente. 

4. Consideriamo la prima delle equazioni (7) del numero precedente, 
cioè 

(1) (X* > +Yv,+Zz,+Tl 1 )...(XJ! ( +Y» l +Zs 1 +T( 1 )...(X*.+Ty,+Zz.-)-Ty=0, 

supponendo che i punti (p,,... p t ... p,) appartengano ad una retta r; essa 
rappresenterà la superfìcie 2(1, d'ordine x, locale del punto p, 

pet quale il gruppo delle rette (r ,r„) clic lo congiungono con i 

punti (p„ ...p,. . .p«) di r è coniugato armonico col gruppo delle x tan- 
genti condotte da p alla linea a clic nel sistema 0 corrisponde al piano i’ 
condotto perp ed r. Se ciascun punto p, del gruppo (p„.--p,.-.pj è deter- 
minato rispetto ad una coppia (p,,p,) di punti fissi di r dall'equazione 
p ( =fl J p,-|-è ( py=0 , si avrà 

, y, =a,y,-r 6,y, , i,=a, z,-t-6,z ; , (,=«,/, -1-6,1, , 

e quindi l'equazione (1), ponendo 

A = Xjc, -l-Yjq+Zj.-r-Tt, , B — Xr,-* Yy, r Z - , -f-Ti, , 

diverrà 

^(«.A+à.Bj . . . (o,A+6,B) . . . (o,A+6,B) = 0 , 

ovvero, sviluppando questo prodotto, indicando, per ogni partizione (x,, x,) 
di x, col simbolo stesso (x. ,x ( ) di questa partizione il coeflicionte di 
A" 1 B”<, e ponendo 


2(«, , » > )=(X*,+Yjr,-t-Zt,+Tt i )*'(Xx > -t-Yy,+Zs, -4-Tr . )“'=« , 

(2) i (1 , . . . i. . .x) = (*, 0) i («, 0) 4- h (<„ » ; ) x («,, x ( ) -i- . . . + (0, x) s (0, x) = 0 . 

Le superficie 2(t, •••<•••*)> variando il gruppo di punti (p P,- ••?’.) 

su di r, costituiranno una ferie x' 1 ’ di 1° ordine (2(1, ■ •*)); una su- 

perficie della serie è determinata dalle condizioni di passare pcrx punti 
arbitrarli (p', ...p‘ ...p'" 1 ); se per questi punti si tirino i gruppi di tan- 
genti alle linee (a', ...a" ...a'" 1 ) clic nel sistema 0 corrispondono ai piani 
(P 1 , .. .P‘ , . . ,P’“) condotti rispettivamente per gli stessi punti o per la 
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retta r, l'unica gruppo di punti di r che è coniugato armonico rispetto ai 
* gruppi <•« 

punti d'incontro di quei gruppi di tangenti con r {cioè il gruppo dei punti 
x"' nell’ involuzione determinata dai suddetti x gruppi di punti ') sarà il 
gruppo (p,. . .p,. . .p«) che determina la superficie 2 (1, . . .t. . . x) della 
serie , che passa per (p 1 . . .p". . .p ! ' ! ). 

Se tult’ipunti del gruppo (p,.. .p r . .p K ) coincidono in un solop 4 , 
determinato rispetto alla coppia [p.,p,'j daH’equazionc p t =ap-\-bp — 0, 
l’equazione (2), che rappresenterà allora la superficie conica 2i corri- 
spondente nel sistema @ al punto p t , si ridurrà a 

2i = (aA+àB)‘ = 0 , 

o sia 

(3) s, = 8 "s(,,0)-»-. + ») = 0. 

(v(v 

Le superficie coniche v (| variando il punto p ( su di r, costituiranno 
una serie semplice d'ordine x, (v t ) ; v i sono x superfìcie coniche della se- 
rie cho passano per un punto arbitrario p; se per questo punto si tirino 
le tangenti alla linea a che nel sistema 0 corrisponde al piano P condotto 
per p ed r, i x punti in cui queste tangenti incontrano r saranno i diversi 
punti p i clic determinano le superfìcie coniche 2Ù della serie cho passano 
per p. 

Similmente consideriamo la seconda delle equazioni (7) del numero 
precedente , cioè 

(1) (x-Y.-t-yY.-i-zZ, i tT,)...lx.Y 1 -t-yY 1 4 -zZ, ì-trj...(x.Y,+yY,-l-*Z.-f-trj=0, 

supponendo che i piani (P,... P,...PJ passino per una rotta R\ essa rap- 
presenterà la superfìcie <j(1,...i...x) di classe x, inviluppo del piano P , 
pel quale il gruppo delle rette (fl,... d’ intersezione con i piani 

(P, , ... P,... P„) condotti per lì è coniugato armonico col gruppo delle x 
intersezioni di P con la superficie conica 2 che nel sistema © corri- 
sponde al punto d'incontro p di P ed R. Se ciascun piano P, del gruppo 
f P,. ..P,.. .P„) è determinalo rispetto ad una coppia (P,,P,) di piani 


*i Memoria tulle forme binarie di grado qualunque. 
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fissi condoni per R dall'equazione P^A^.-^-B.P— 0, si avrà 
X i =A&+B,X i , r t =A,r,+B,Y,. Z,—AJt,+B,Z È , T,=A,T i +D.T i , 
e quindi l’equazione (I), ponendo 

a=xJT l -t-yt' i +*Z j -4-t7 ’, , b=xX i +jY i +xZ i +tT l , 

diverrà 

(,t .a+fl.b) . . .(/l,a+fl,b) . . . (^a+fl.b) = 0 , 

ovvero, sviluppando questo prodotto, indicando, per ogni partizione 
(*, , *,) di x, col simbolo stesso (x,,x,) di questa partizione il coefficiente 
di a"‘ b"’, e ponendo 

»(«, , x y ) =(ii j +yy j +*z j - ( -trj“'(xx / -i-y = o , 

(2) .») = (* ,0) <r(« , 0) -f- . . . -+- (k, , x ; ) »(*,, *,) ■+• . . . -+- (0 , «) a(0 ,«) = 0 . 


Le superficie a(l, x), variando il gruppo di piani (P„...P,...PJ 
condotti per R, costituiranno una serie x' 1 " di 1“ classe (o(l . ... c ... x) ) ; 
una superficie della serie è determinata dalle condizioni di toccare x 
piani arbitrarli ( P', . . . P, w . . . P " ) ; se di questi piani si costruiscano i 
gruppi delle intersezioni con le superficie coniche (2\- •2‘ , • • 2“ ) che 
nel sistema 0 corrispondono ai punti (p', . .p ‘\ . .p‘) d'incontro rispet- 
tivi degli stessi piani con la retta R, l'unico gruppo di piani condotti per 
R che è coniugato armonico rispetto ai x gruppi (Pj , . . . Pj . . . Pj ), . . . 
(P,'',...P l "...P* ),...(P‘\...P l "...P' ) dei piani condotti per quei 
gruppi di intersezioni e per R (cioè il gruppo dei piani x Fl ' nell’ involu- 
zione determinata dai suddetti sgruppi di piani) sarà il gruppo (P,,... 
P ... PJ che determina la superficie o{l, x) della serie, che tocca 

Se tutt’i piani del gruppo (P,, . .. P, . . . PJ coincidono in un solo P,, 
determinalo rispetto alla coppia (P„P ( ) dall'equazione P t =AP,-+-BP,=Q, 
l'equazione (2), che rappresenterà allora la linea a, corrispondente nel 
sistema 0 al piano P, , si ridurrà a 


o sia 

(3) 


»=(/la-t-flb)“=0 , 
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Le linee a,, variando il piano P , intorno ad R, costituiranno una se- 
rie semplice di classe », (o,); vi sono x lince della serie che toccano un 
piano arbitrario P\ se di questo piano si costruiscano le intersezioni con 
la superficie conica 2 che nel sistema 0 corrisponde al punto d’incontro 
p di P ed R, i x piani condotti per queste intersezioni e per R saranno 
i diversi piani P, che determinano le linee a, della serie elio toccano P. 

L’inviluppo delle superficie coniche 2 4 > ed il luogo delle linee a, delle 
serie (2,), (o.) si ottengono esprimendo elio due dei valori di a:b e di 
A: li ricavati dalle equazioni (3) siano eguali tra loro; si perverrà cosi 
evidentemente (esprimendo lo Torme 0 e 0 con ombro disgiunte) allo 
stesse equazioni ottenute precedentemente 

(4) n = n(;X+iY+;2H-?r)*=0 . u = n (ix + Hy-t-zs 4-Ti)* = 0 , 

nella prima delle quali essendo (X,Y,Z,T) le coordinate del piano P con- 
dotto pel punto p e per la retta (r, /?), c nella seconda essendo (x,y,z,t) 
le coordinale del punto d’incontro p del piano P con la retta (R,r), sarà 

Hy-Gz-t-Lt Fz—Hx + Ml Gì— Fy-t- Kt Li -t-My-v- Nz 

X — F Z — T 

hY—gZ-blT _ fZ —ltX+mT _ gX—fY+nT _ _ IX-hmYmZ 

x ~ y ~~ z, ~ t 

segue da ciò che le equazioni L1=0 ed «=r0 saranno del grado 2x(x— 1) 
rispettivamente in (x,y,:,t) ed in ( X,Y,Z,T ). 

La superficie Sì, d’ordino 2x(x — 1), è la locale del punto p pel quale 
due delle x tangenti condotte alla linea a che corrisponde in 0 al piano P 
condotto per /> ed R sono tra loro coincidenti, laonde Sì è costituita da 
tutte lo linee a corrispondenti ai diversi piani P condotti R; similmente 
la superfìcie <d, di classe 2x(x — 1), è l'inviluppo del piano P pel quale 
duo dello x intersezioni con la superficie conica 2 che corrisponde in 0 
al punto d’incontro p di P ed r sono tra loro coincidenti, laonde a> è lo 
inviluppo di tutte le superficie coniche 2 corrispondenti ai diversi punti 
p di r ; adunque l'inviluppo delle superficie coniche 2 corrispondenti nel 
sistema di rette 0 ni direni punti di una retta, ed il luogo delle linee a cor- 
rispondenti nel sistema di rette 9 ai diversi piani condotti per la stessa retta, 
i una stessa superficie (fi, tu) di ordine e di classe 2x(x — 1), seni il grado 
del sistema (0,0). 
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La retta (7Ì, r) è sulla superficie (fi, ai) una linea vi(«t — ly 1 '. 

La linea di contatto di CI con 2 4 (la quale è costituita dai punti di 
contatto della tangenti condotte, da p 4 alle linee a corrispondenti ai di- 
versi piani P die passano per R) è la curva d’intersezione delle due su- 
perficie d’ordine * rappresentate da 

(5) ^=A(oA+»BC;=0, ^=B(aA-aB)*:;=0; 

queste superficie sono lo locali del punto ;> tale che la retta pp, sia ar- 
monica d'ordine * — 1 di pp,, o di pp ; , rispetto alla superficie conica 2 
eorrispondente a p; esse hanno il punto p, multiplo d'ordine x — 1, con 
una stessa superficie conica di contatto , la quale è la superficie conica 
armonica d’ordine x — 1 della retta R rispetto a 2,: le intersezioni dello 
superficie (5) con un piano P condotto per R sono due linee d'ordine x, 
che hanno in p, un punto multiplo d'ordine x— 1, con uno stesso gruppo 
di rette tangenti (il gruppo delle retto armoniche d’ordine x — 1 di R 
rispetto al gruppo delle tangenti condotte da^alla linea s corrispondente 
a P); quindi, dei x* punti d’intersezione di queste due linee d'ordine x, 
(x — l)"-|-(x — t)=x(x — 1) punti saranno riuniti in p 4 , ed i rimanenti 
x punti d'intersezione, che apparterranno alla linea di contatto di CI con 
2 j, saranno i punti di contatto delle tangenti condotte da p, a a. La curva 
d’intersezione dello due superficie (5) ha in p 4 un punto multiplo d’ordino 
x[x — 1), le di cui tangenti sono le rette comuni alla superficie conica 
2 4 ed alla superficie conica di contatto nel puntomultiplo comune p, delle 
stesse superficie (5); queste x(x — 1) rette sono le tangenti in p 4 allo 
x(x — {) linee a della serie (j 4 ) che passano por p,. 

Similmente la sviluppabile tangente di ai lungo a, (la quale è l'invi- 
luppo dei piani tangenti secondo i lati posti in P, alle superficie coniche 
2 corrispondenti ai diversi punti p di r) è la sviluppabile circoscritta alle 
due superficie di classe x rappresentate da 

(5) ^=a(da+Bb):i;=0, ~*=b(.1a+BbC=0 ; 

queste superficie sono gl'inviluppi del piano P tale che la retta PP t sia 
armonica di classe x — 1 di PP,, o di PP,, rispetto alla linea <j corrispon- 
dente a P ; esse hanno il piano P ( tangente multiplo di classo x — 1 , con 
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una stessa linea di contatto , la quale è la linea armonica di classe * — I 
della retta r rispetto a o, : le superficie coniche circoscritte alle superfi- 
eie (5j col vertice in un punto p di r sono due superficie coniche di classe 
x, elio hanno P , per piano tangente multiplo di classe x — 1 , con uno 
stesso gruppo di iati di contatto (il gruppo dello rette armoniche di classe 
x — 1 di r rispetto al gruppo delle intersezioni di P, con la superficie coni- 
ca 2 corrispondente a p); quindi dei x* piani tangenti comuni di queste 
due superficie coniche di classe x, (x — 1 )*— t— ( >» — l)=x(x — 1) piani 
saranno riuniti in P,, ed i rimanenti x piani tangenti comuni, che ap- 
parterranno alla sviluppabile tangente di ® lungo a,, saranno i piani tan- 
genti secondo i lati posti in P, a V La sviluppabile circoscritta alle due 
superficie (5) ha P, per piano tangente multiplo di classe x(x — 1), le 
di cui generatrici di contatto sono le tangenti comuni alla linea a, ed 
alla linea di contatto del piano tangente multiplo comune P t delle stesse 
superficie (5); queste x(x — 1) rette sono i lati di contatto con P, delle 
x(x — 1) superficie coniche 2 della serie (2,) che toccano P,. 

5. Consideriamo le equazioni 

(F f- 1— ..-t-L (F f I, -&-•••) ... (F /*,— I— * f~Ii t,— f— . . •) = 0 , 

( 1 ) 

supponendo che le rette (r,, . . .r ) siano le congiungcnti del punto p con 
i punti {p, , . . ./>,) di r, e le rette (il, , . . . /ÌJ siano le intersezioni del piano 
P con i piani (P It . . .P, ) condotti per fi : a queste equazioni , ritenendo 
le notazioni del numero precedente , potrà darsi la forma 

(Ff+...+LI+...Dx* 1 -t-T» I +Z 5 .+T< 1 )...(Xx.-t-Ty 1 +Zz,- ( -T< 1 )==0 > 

(2) 

(If-i-...-i-li'i-...)^ ( (xl* I -i'y 1 l-i-ziJ l +tf l )...(xX ( +yl l i z2 ( +tf l }=0 . 

La prima delle equazioni (2) rappresenta una superficie 2' ( 1 .••• 0 
d’ordine i, locale del punto p pel quale il gruppo dello rette (r,,...r 1 ) 
che lo congiungono con i punti (p, , . . . p, ) di r è coniugato armonico col 
gruppo delle tangenti condotte da p alla linea o‘, armonica di classe i di 
r rispetto alla linea a che nel sistema 6 corrisponde al piano P condotto 
per p ed r; e la seconda delle equazioni (2) rappresenta una superficie 
o‘(l di classe i, inviluppo del piano P pel quale il gruppo delle 

sue rette d’intersezione (lì,,., .fi,) con i piani (P,, . . .P,) condotti per fi 
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è coniugato armonico col gruppo delle i intersezioni di P con la super- 
ficie conica armonica d’ordine i di R rispetto alla superficie conica 
2 che nel sistema 0 corrisponde al puntod'incontro pdi PeAR. Riferendo 
i punti (p,> . • -p, ) ad una coppia (p, ,p ( ) di punti fissi di r , ed i piani 
P,) ad una coppia (P. ,P;) di piani fissi condotti per R, le equa- 
zioni (2) diverranno 

(F/'-f- . . . + Li -H . . + i.B ) ■ • • {«,* +6,B ) = 0 , 

( 3 ) 

(tF-t- ■ ■ ■ -t- 1 L -4- ■ ■ . i^'t,a , b) . , . (.la i tfh) " 0 , 

si vedrà quindi che al variare del gruppo di punti di r le su- 

perficie 2‘ ( 1 .i) costituiranno una serie x''' di bordine, ed al va- 
riare del gruppo di piani (P,,...P,) condotti per R le superficie o’(l,...t) 
costituiranno una serie di 1* classe. 

Se i punti (p„ ...pj coincidono con p, ed i piani (P„ ... P,) coincidono 
con P,, l’equazioni (2) rappresenteranno rispettivamente la superficie 
conica 21 armonica d’ordine i di r rispetto a 2,. e la linea a) armonica 
di classe i di R rispetto a in tal caso le equazioni (3) diverranno 

(F/--+- ...+U-h.. A 4- iB>; - 0 . 

(fF-t- . . . -i- 1L+ . . .C,(da-t-Bb)l = 0 , 

ed al variare del punto p, su di r, e del piano P, condotto per R, le su- 
perficie coniche 2l costituiranno una serie semplice d’ordine c, e le li- 
nee a‘ t una serie semplice di classo i. 

Ragionando corno nel numero precedente si troverà che in un sistema 
di rette (0,9) P inviluppo delle superficie coniche 2', armoniche d’ordine i 
di una retta (r, R) rispetto alle superficie coniche 2 corrispondenti in 0 ai 
diversi punti di r, ed il luogo delle linee a', armoniche di classe i della 
stessa retta (R,r) rispetto alle linee a corrispondenti in 0 ai diversi piani 
condotti per R, i una stessa superficie d'ordine e classe 2t(i — 1). 

La retta (R,r) 6 sulla superficie una linea t(i — l)' 1 ’. 

Per ogni punto p di r passano i(i — 1) delle linee o*; le loro tangenti in 
p, che sono i lati di contatto di 2' con i piani tangenti condotti per R, 
saranno le intersezioni di 2' con I# superficie conica d’ordine ( — 1 di r 
rispetto a 2 : similmente ogni piano P condotto per R è toccato da 
i t — 1) delle superficie coniche 2‘; i loro lati di contatto con P, che sono 
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lc (.ingenti di a' nei suoi punti d'incontro con r, saranno le tangenti co- 
muni a o' ed alla linea armonica di classe i — 1 di li rispetto a 3. Seguo 
da ciò clic in un sistema di rette (0,6) i gruppi dei i(i — 1) lati di contatto 
dei piani tangenti condotti per una retta (r, R) alle superficie coniche 2‘, 
armoniche d'ordine i di r rispetto alle superficie coniche 2 corrispondenti 
in & ai diversi punti di r , ed i gruppi delle i'i — 1) tangenti nei punti 
d'incontro della stessa retta (R,r) con le linee s’, armoniche di classe i di 
R rispetto alle lince a corrispondenti in 0 ai diversi piani condotti per R, 
costituiscono una stessa superficie (0‘,o') if ordine e classe 2i(e — 1). 

La retta (R,r) è sulla superficie ( O‘,o ‘ ) una linea c(c — 1)'". 

Le equazioni di 0‘ c o‘ si ottengono eliminando rispettivamente a :b 
ed A : Il tra i sistemi di equazioni 


[Tfa-—U-t — A + &B )* = 0 , W + ... + U+..CZ(*l+nC=0. 

<5) (tF+. ..\L+...)~‘ t (.4a + flb)", = 0 , (tF^...+lL+...C\'\{Aia-BhC\=0 . 

Se un punto p di r, ed un piano P condotto per R sono determinati 
rispetto alla coppia dei punti fissi (/>,,/>,} cd alla coppia dei piani fissi 
( P„P ) rispettivamente dalle equazioni 

p=tp.-t-hp t = 0 , P=AP i +BP > =0 , 

la dipendenza tra il punto p ed il gruppo dei »(t — 4) piani tangenti con- 
dotti per R alla superficie conica corrispondente a p (o più general- 
mente il gruppo dei piani condotti per R, per ciascuno dei quali il gruppo 
delle i retto d’intersezione conine ha due coincidenti}, e la dipendenza 
tra il piano P ed il gruppo dei i(i — 1) punti d’incontro di r con la linea 
o’ corrispondento a /* (o più generalmente il gruppo dei punti di r, per 
ciascuno dei quali il gruppo delle t tangenti condotte a o‘ ne ha due coin- 
cidenti), saranno espresse da una stessa equazione della forma 

(6) o >.n= (a« ,-Bi);:;:;(a.t+bc,; , 

(i coefficienti di lji,P) risultando dalla combinazione delle ombre (A,Bj 
con le ombre (a,b) dopo lo sviluppo della potenza i(i — 1) dei due bi- 
nomii). 

Ordinando questa equazione rispetto ad (a,i) o ad ( A,B ), se si egua- 
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